Prof. A.F.Guimaraes
Fisica 3 - Questoes 11

Questao 1

A autoindutancia (ou simplesmente indutancia)
de uma bobina é igual a 0,02 H. A corrente que flui
no indutor é dada por: i = ioe_t/T, onde T=0,04s
e t é dado em segundos. Obtenha a expressao da
f.e.m. induzida na bobina.

Resolucao:
A forca eletromotriz é dada pela relacao:

P di
N dt

(1.1)

Assim sendo, teremos:

1\, _
E=—-L <—?>loe t/T

(1.2)

Substituindo os dados numéricos, teremos:

R L
2

(1.3)

&

Questao 2

Um indutor de 0,15 H é percorrido por uma
corrente constante de 0,4 A. Desejamos que
apareca nos terminais da bobina uma f.e.m. auto
induzida igual a 3 V. O que é necessario fazer?
Resolucao:

Utilizado a relacao (1.1), teremos:

di' =—-20A-s1
dt dt s

(2.1)

di
3=-015"

Agora, podemos pensar em uma taxa de variagdo
constante, dada por:

di A
dt At
(2.2)

Assim sendo, a intensidade de corrente no indutor
pode ser reduzida uniformemente de 0,4 A até
zero em um intervalo de tempo dado por:

0,4

== = 002
20 028
(2.3)

At

Questao 3

Um solenoide possui comprimento a = 0,5m,
uma secdo reta de area A igual a 8,00 cm? e um
numero total de espiras N = 400. (a) Obtenha a
expressdo da indutdncia deste solenoide. (b)
Calcule o valor de L.

Resolucao:
1. A indutancia é definia por:

N®
L=—2

l
(3.1)

Por sua vez, o fluxo magnético, para o solenoide
em questao, é dado por:

q)B =B- A
(3.2)

(3.3)
Agora, reunindo (3.1), (3.2) e (3.3), teremos:
N?-uy- A

a
(3.4)

L =

2. Utilizando os dados numéricos em (3.4),
teremos:

L 4002 -4 -10"7-8-107*
B 0,5
~L=32-10"*H
(3.5)
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Questao 4

A secdo reta de um toro6ide é um circulo de raio
R. Seja a o raio interno do toréide. Obtenha uma
expressdo para a indutancia.
Resolucgao:
A figura 4.1 representa a se¢do reta do referido
toroide.

H_/

a

Figura 4.1

O modulo do vetor indu¢do magnética no interior
do toroide é dado por:

_ MoNi
- 2mr
(4.1)
O fluxo por sua vez é dado por:
@y = [ B-di
(4.2)

Em coordenadas polares, teremos:

dA =pdpdf
(4.3)

Em que 7r=a+R-—pcosf. Levando em

consideracdo que o campo é perpendicular a
superficie da secdo reta, teremos para (4.2):

R T
[[oef
0 0

(4.4)

do
a+ R — pcosf

Ni
D =li0

Sendo que, em (4.4) se fez necessario a
multiplicacdao por 2 para tomar toda a secao reta.

Para a integral em 6 temos:

do
p+q-coskf

J 2 =
= arctg| |——
kyp? — q* Pt
(4.5)
Assim, teremos:

J’“ dé
o At R— pcos@

2
= W arct <
(4.6)

Mas em (4.6), temos um argumento de tangente
para g, dentro de uma func¢do inversa da tangente.

Analisando, teremos:
a+R-p T T
arctg a+R+p 97177
(4.7)
Assim, (4.4) se torna:

HoNl

dp

f J(a+R)2—p
®p = pNi [—\/(a+R)2 —p ]0

i ®g = poNila+R—/(a+R)? -
(4.8)

Que é o fluxo no tordide. Logo, para a indutancia,
utilizando (3.1), teremos:

L=poN?|a+R—(a+R?Z-
(4.9)
Se o solenoide da questdo anterior for enrolado
para formar um tordide, podemos utilizar a

expressao de (4.9) para determinar a indutancia.
Seja a >» R. Entdo, efetuando uma expansdo em

(4.9), teremos:
RZ
a+ R)l

LE,uONZIa+R—<a+R—

UoN?mR?
2n(a + R)
(4.10)

oL

www.profafguimaraes.net




Em que mR? e 2m(a + R) sdo respectivamente a
area da secdo reta e o comprimento do solenoide.

Obs.:

1. Para (4.5) veja SPIEGEL M. R. Manual e
formulas e tabelas matemdticas, McGraw Hill
1973. Rio de Janeiro - R]. Pag. 78;

2. Para a expansao em (4.9) temos:

X

1
1-x)2z=1-

Também pode ser encontrada na referéncia da
observacao 1, acima.

Questao 5

Indutores em série e em paralelo. Duas
indutancias L, e L, estdo ligadas em série, porém
separadas por uma distancia muito grande. (a)
Mostre que a indutancia equivalente L., € igual a
L, + L,. (b) Por que a separagao entre elas precisa
ser grande? (c) Considere agora a ligacdo em
paralelo. Mostre que a indutancia equivalente, L.,

, 1 1 1 ,
¢ dada por: — = — + —. Também, para esse caso,
Leq L1 Lz

a distancia entre os indutores é importante?
Resolucao:
a) Para a associagdo em série, temos que:

ieq = il 3 iz
(5.1)

Em que i,,i,ei,, sdo, respectivamente, as
intensidades de correntes nas indutancias 1, 2 e
equivalente. Também, para a associacao em série,
temos:

(.c:eq = (91 + 82
(5.2)

Em que &, &; e &4 sdo respectivamente, as forgas
eletromotrizes nas indutancias 1, 2 e equivalente.
Agora utilizando (1.1), teremos para (5.2):

digg
“hear =

di,  di,
Ldt 7% dt
(5.3)

Utilizando (5.1), em (5.3), teremos:

Leg = L1 + Ly
(5.4)

b) Um indutor pode, por meio do campo gerado
pela sua corrente, interferir no outro indutor,
contribuindo com outro fluxo magnético. Assim,
se faz necessario que a distancia seja grande para
que essa interferéncia seja a menor possivel. Caso
contrario, teriamos que considerar uma
indutancia mutua.

c) Para a associagao em paralelo, temos:

Eeq=E1=6&
(5.5)

Em que &, &; e &4 sdo respectivamente, as forgas
eletromotrizes nas indutancias 1, 2 e equivalente.

Também, teremos, para esse tipo de associagao:
ieq = il + iz
(5.6)

Darelacdo (5.6) temos:
dieqg diy

dt  dt
(5.7)

di,
dt

Utilizando novamente (1.1), teremos:

Agora, utilizando (5.5) em (5.8), teremos:

1 1 1

= — 4 —
Leq Ll LZ
(5.9)

Também, para esse caso, deve-se separar O0S
indutores com boa distancia, para que o fluxo do
campo de um ndo interfira no fluxo do outro.
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Questao 6

Dois fios iguais e paralelos, cujos centros estao
separados por uma distancia d, sdo percorridos
por correntes iguais em sentidos opostos. Mostre
que, desprezando o fluxo existente dentro dos
proprios fios, a indutdncia relativa a um
comprimento / deste par de fios é dada por:

l d—a
I = et

‘In—,
b4 a

onde a é o raio dos fios.

Resolucao:

A figura 6.1 mostra a configuracio do nosso
problema.

Figura 6.1
Os vetores indugdo se somam, em um ponto que

se encontra a uma distancia x da corrente 1. O
modulo do vetor inducdo resultante nesse ponto

sera:
u0i<1 1 )
=—|=+
2t \x d—x

(6.1)

B

Em que i; = i, = i. O fluxo magnético é dado por:

(6.2)

Utilizando (6.1) em (6.2), teremos:

oy =

il d-a(1 1

x + d— x) dx
(6.3)

2 J,

Resolvendo a integragdo em (6.3), teremos:

Utilizando a definicdo de indutancia dada por
(3.1), teremos, para a indutancia:

d—a
a

l
Lzuiln

T
(6.5)

Em que o ndmero de espiras N é igual a 1.

Questao 7

A corrente num circuito LR atinge um terco do
seu valor de equilibrio em 3,0 s. Qual o valor da
constante de tempo indutiva?

Resolucao:
Para esse tipo de circuito, a corrente tem sua
intensidade, durante a carga do indutor, dada por:

L, . .
Em que T, = - € a constante de tempo indutiva.

Assim, utilizando os dados numéricos em (7.1),
teremos:

-3
:1—6 TL

23 . 3
"3 =T = n

(7.2)

Questao 8

Aplica-se subitamente uma diferenca de
potencial de 50 V aos extremos de uma bobina
com L = 20 mH e R = 180 (. Qual a taxa de
crescimento di/dt da corrente apds 0,001 s?
Resolucao:

Utilizando a relacdo (7.1), temos:
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_ t
i =028 (1 —e —1.1-10-4)
(8.1)

Em que % =0,28AeT, = % ~1,1-10"*s. Agora
tomando a taxa de varia¢ao, teremos:
di _10%t
—=25-10%-¢ 11
dt
(8.2)

Em t=0,001 s teremos:

di
—=22-107A-s71
dt

(8.3)

Questao 9

A corrente num circuito LR cai de 1,0 A em
t = 0 até 0,010 A um segundo mais tarde. Sendo
L = 0,2 H, determine a resisténcia R do circuito.
Resolucgao:
A descarga de um indutor é dada por:

-t
= ioe TL

(9.1)

Em que i, é a intensidade de corrente no instante
0. Assim, utilizando os dados numéricos em (9.1),
teremos:

1

001 =e T2

L om0
NV

T, 0,217 s
(9.2)

Logo, para a resisténcia, teremos:

~R=0921Q = 10
(9.3)

Questao 10

Na figura 10.1, temos £€ =100V, R; =10Q,
R, =15Q, R; =30Q e L =2H. Determine os
valores de i; e i, (a) imediatamente apds S ter

sido fechada; (b) muito tempo depois do
fechamento de S; (c) imediatamente apods S ser
aberta outra vez; (d) muito tempo depois da
abertura de S.

Figura 10.1

Resolucao:

a) Imediatamente apés o fechamento de S, o
indutor comeca o processo de carregamento e a
intensidade de corrente em R; sera nula. Logo:

€100
TR +R, 25
(10.1)

=44

i1=

b) Apdés muito tempo depois do fechamento de S,
o indutor ja terd carga total e a corrente que se
estabelece em R; sera constante (corrente de
equilibrio para o indutor). Assim, teremos uma
associacdo em paralelo de R, e R3, que terd como
resisténcia equivalente:

R _ R2 " R3 _ 15 " 30
€423 " R, 4+ R; 45
(10.2)

=100

A resisténcia equivalente do circuito sera:

Req = Req2,3 + R1 = 200

(10.3)
Com isso, a corrente i; sera:
100 _

—o =
(10.4)

54

i1=

A d.d.p. para a associa¢do dos resistores R, e R3
sera dada por:
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V2'3 == Req2'3 ) il = 10 - 5 == 50 V
(10.5)

Assim, a corrente 2 tera intensidade dada por:

o= Ves 50 _10
27 R, 15 3

(10.6)

c) Imediatamente apds a abertura de S, a corrente
1 serd nula, e a corrente 2 serd dada pela descarga
do indutor que é dada por (9.1). Sendo que a
corrente de equilibrio para o indutor sera:

S 10 5
l0=ll_lz=5__=_A

33
(10.7)

Agora, substituindo o resultado de (10.7) em (9.1),
parat = 0, teremos:

d) Para um tempo muito grande apés a abertura
de S, a corrente 1 continua com sua intensidade
nula. E a corrente 2, observando (9.1), terd sua
intensidade tendendo a zero, pois o indutor, para
efeitos praticos ndo terd mais carga (energia
elétrica).

Questao 11

A f.e.m. induzida nos terminais de uma bobina é
dada por € = at?, onde t é dado em segundos e
a = 0,5V - s72. Sabendo que L = 0,04 H, encontre:
(a) a expressdo da corrente instantdnea que
atravessa a bobina, (b) a energia magnética
produzida no instante t = 2 s.

Resolugdo:

a) A forga eletromotriz para o indutor é dada por
(1.1). Pensando em termos da lei das malhas,
teremos:

E—-L di =0
dt
(11.1)

Assim, substituindo os dados da questdo em
(11.1), teremos:

0,5t% = 0,04 a
dt

t i
f t?dt = 0,08[ di =i
0 0

(11.2)

b) No instante t = 2 s, a intensidade de corrente,
tomando o resultado de (11.2), sera:

=557 = 3334
(11.3)

Assim, a energia armazenada sera:

0,04-1,1-103
2
nU=22])
(11.4)

Li?
2

Questao 12

Move-se a chave S da figura 12.1 do terminal b
para o terminal a. Mostre que ap6s um tempo
igual a uma constante de tempo indutiva (a) a
energia total transformada em calor no resistor é
igual a 0,168&£%T,/R e que (b) a energia
armazenada no campo magnético é igual a
0,200 E2T,/R. (c) Mostre também que o valor de
equilibrio para a energia armazenada no campo
magnético é 0,500 E2T,/R.

Figura 12.1
Resolucao:

a) Ligando-se S no terminal a, o processo de carga
no indutor tem inicio. Assim, a intensidade de
corrente no circuito sera dada por (7.1). Logo,
teremos para a poténcia dissipada no resistor:
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Lembrando que a poténcia é dada por:

dE,

R=_

dt
(12.2)

Poderemos agora substituir (12.1) em (12.2) e

integrar. Logo:
Ty _t 2
(1 —e ﬁ) dt
0

(12.3)

82
E; =—
7 R

Resolvendo (12.3), teremos:

82

_t _z2t
E;=— (1—2e TLte TL)dt
0

&2 _ 2t TL
Ed = F TL + [ZTLe TL

52 16 ngL
(140,736 —2—-0,0675+0,5) = —— =

(12.4)

Eq =

Em que 2e™1 = 0,736 ee™2 = 0,135.

b) Para a energia armazenada

magnético temos:

no campo

dl

Utilizando (7.1) em (12.5), teremos:

E2/ _t  _a2t

—Z (e TL—pT

P R(e rTe L)
(12.6)

Pensando em termos de (12.2):

oy e 2t
(e TL—e TL) dt
0

(12.7)

82
E, =—
™R

Resolvendo a integral (12.7), teremos:

0,200£2T,,

R
(12.8)

c) Para o valor de equilibrio para a energia
armazenada no indutor, podemos utilizar
novamente (12.7). No entanto, devemos integrar
para um tempo infinitamente grande. Assim
sendo, teremos:

2 T, ¢ e
=— lim (e TL—¢e TL)dt
R T-w 0

(12.9)

ELeq

Resolvendo a integral (12.9) e tomando o limite,
teremos:

2T
€2TL1_ ——— e 1
T _= 4 L —
R rm| e it
1 &%,
* Fleq = 2 R

(12.10)

ELeq =

Questao 13

Mostre que a autoindutancia correspondente a
um comprimento [ de um fio longo, associada
apenas ao fluxo no interior do fio é igual a uyl/8m,
independente de qual possa ser o seu diametro.
Resolucao:

A densidade de corrente é dada por:

i
T
(13.1)

Em que R é o raio do fio. Utilizando a lei de
Ampere, poderemos determinar a expressao do
moddulo do vetor inducdao dentro do fio. Assim
sendo, teremos:

f ﬁ ' dz) = ﬂoil
(13.2)

Em que i’ é a intensidade de corrente que se
encontra dentro da curva fechada, cujo contorno
serda o mesmo da integracdo. Utilizando a (13.1) e
(13.2), teremos para B:
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Mol )
B= 2mR? r
(13.3)

Resultado ja conhecido. A densidade de energia
para o campo magnético é dada por:

BZ
8 2o
(13.4)

Que independe da geometria do sistema. Logo,
poderemos  determinar a  energia total
armazenada no campo magnético no interior do
fio. Cuja expressao é dada por:

szudV

(13.5)

Em que dV é o elemento de volume do cilindro,
que por sua vez é dado por:

dV = 2nrdr -1
(13.6)

Agora, utilizando as expressoes (13.3), (13.4) e
(13.6) em (13.5) e resolvendo a integragao
teremos:

Podemos agora utilizar a expressao dada por
(11.4). Sendo assim, teremos:

2U
L:i—z..

(13.8)

_ Mol
8m

Questao 14

Um cabo coaxial longo é constituido por dois
cilindros concéntricos de raios respectivamente
iguais a a=1mm, b =40mm e c =5mm, em
que c é o raio da superficie externa do cilindro
externo. O cilindro condutor interno transporta

uma corrente i = 10 4, sendo o circuito fechado
pelo retorno da mesma corrente no sentido
inverso através do cilindro externo. Calcule e
compare os valores das energias magnéticas por
unidade de comprimento armazenadas (a) dentro
do condutor interno, (b) no espaco entre os
condutores e (c) dentro do condutor externo.
Resolucao:

a) De (13.6), temos:

U _ poi® 4m-1077-100

1 16m 167
(14.1)

=2,5-107%J - m™!

b) Utilizando o mesmo procedimento da questao
anterior, temos:
Hol
Bis —
2nr
(14.2)

Agora,
teremos:

utilizando (13.4),

Jd-U
ar”l

(14.3)

(13.6) em (13.5),

Uoi® . b

= —|n—

41 a

liol

Do resultado de (14.3), teremos:

U 4m-1077-100

= . ~ . -6 7.1
: po In4=13,7-10¢] - m

(14.4)
c) Também, para esse caso, vamos utilizar a lei de
Ampeére para determinar o moédulo do vetor

inducdo magnética e em seguida utilizar os
procedimentos utilizados no item anterior. Logo,

teremos:
(-
2nr (c — b?)

Ml c? —r?
2mr \c? — b2

(14.5)

Bb=

i(r? — b2)>

So Bb

Para a densidade de corrente dada por (13.4),
teremos:
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woi? (c? —r? 2
w= 8m2r2\c? — b?
(14.6)

Utilizando (14.6) e (13.6) em (13.5), teremos:
U Uoi?

~ fc (c% — r2)2
| 4m(c? — b?2)? b T

(14.7)

dr

Resolvendo a integracdo, teremos:

¢ (2 — 12)2 e
jgdr=J (——2c2r+r3>dr
b r p \T

4 c
= [c“ Inr —c?r? + r_]
41,
(14.8)

Agora utilizando o resultado de (14.8) em (14.7),
bem como os dados numéricos, teremos:

U
S =081-107°) -m™!
(14.9)

Questao 15

Na figura 15.1, um fio retilineo longo se
encontra no mesmo plano que um tridangulo
equilatero formado com um fio de comprimento
3S. O fio longo é paralelo a um lado do triangulo e
estd a uma distancia de do vértice mais proximo.
Qual é a indutancia matua M do fio e do triangulo?

N
Figura 15.1

Resolucao:

Determinaremos o fluxo magnético através da
espira triangular devido ao campo magnético da
corrente i. O mddulo do vetor inducdo magnética
no vértice da espira é dado por:

_ Mol
2md
(15.1)

Para o fluxo, utilizando (6.2), teremos:

_ Kol [ dA
B=on) d+r
(15.2)

dA = s -dr
(15.3)

No entanto, existe um vinculo entre as variaveis s
e r. Podemos observar da figura 15.2 que o vinculo
é dado por uma semelhanca de triangulo. Logo:

Figura 15.2

r_\/_. _21‘\/§
s 2 0773
(15.4)

Agora,
teremos:

utilizando (15.4), (15.3) em (15.2),

_ueiV3 (Mrdr
P 3n ), r+d
(15.5)

Resolvendo a integracdo em (15.5), teremos:

_ HoivV3

B 3 [r —dIn(r + d)]¥

_ HoivV3

H 1
B 37_[< +dln

(15.6)

ira)

Agora, da definicao de indutancia mutua, teremos:
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N, ®
M= 2.321
L

(15.7)

Em que N, =1, ou seja, uma espira triangular.
®g,, € o fluxo na espira 2 devido a corrente de 1,
ou seja, ¢ dado por (15.6). Assim, utilizando
(15.7), teremos:

)

+d

Em que H é a altura do tridngulo equilatero, ver
figura 15.2.

M

_.Uo\/§
K

(H +dln
(15.8)

H

Questao 16

Duas bobinas cilindricas curtas estdo ligadas
em série, de modo que se encontrem
razoavelmente préximas uma da outra e
compartilhem o mesmo eixo. (a) mostre que a
indutancia efetiva dessa combinacao é dada por:

Leq :L1+L2i2M

(b) Qual é o significado do duplo sinal +? Sera que
esse sinal tem alguma coisa a ver com o sentido
relativo (horario ou anti-horario) em que as
bobinas estdo enroladas?

Resolucgao:

a) O fluxo total nas bobinas 1 e 2 serdo dados por:

Ny @7y = Ni(P; + Dyg5) e NyPry = Np(Py + Dyy)
(16.1)

Em que ®; e ®, sdo respectivamente, os fluxos
proprios de cada bobina, ou seja, devido a sua
propria corrente. E @, e &,; sdo respectivamente
o fluxo na bobina 1 devido ao campo da bobina 2 e
o fluxo na bobina 2 devido ao campo da bobina 1.
O sinal =+ significa que o fluxo do campo de uma
bobina na outra pode se somar ou subtrair. Isso
vai depender da orientagio dos campos
produzidos por cada bobina que atravessara a
outra. Se os campos forem orientados no mesmo
sentido, entdo ocorre a soma dos campos (somam-
se os fluxos). Caso contrario, subtraem-se os
campos e consequentemente os fluxos. Significa
que depende também dos sentidos dos

enrolamentos. Assim, de (16.1), teremos para a
forca eletromotriz em cada bobina:

di di
& = _(L1iM)d_; e & = _(Lz iM)d_;
(16.2)

Em que i; =i, =i (associagdo em série) e
N® = Li (definicdo de autoindutancia). Para uma
associacdo em série, temos:

Eoq = &1+ &
(16.3)

di

eq — Assim, substituindo em
9 at

Sendo que &4 = —L
(16.3), teremos:
di di di
—Leyg—=—UL1xM)—— (L, + M)—
ca gy = =ik M) = (L M)
50 Leq = Ll + LZ i ZM
(16.4)

b) Vide resolugdo do item a.

Para uma ligacdo em paralelo, teremos algo
semelhante ao que foi feito para a ligacdo em
série. No entanto, para uma ligacdo em paralelo,
teremos:

i ES il + iz
(16.5)

E também, &, =&, =&. Para

eletromotrizes, teremos:

as

di, _ di
51=—L1§+ME e & =

(16.6)

di, _
Tl t

De (16.5), teremos:

di _di; di,
dt  dt = dt
(16.7)

Agora, utilizando (16.6) em (16.7), teremos:

& _ 1 (8 +Mdi2> 1 <g +Mdi1)
Leg L \T'= 7 dt)L,\ P dt
(16.8)
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Em que 4 Li Manipulando (16.8), teremos:
eq

& M di, M di
L, L, dt ~L, dt

w151, 02)
L, LL,\"tdt ' “*dt

(16.9)

Ainda, utilizando (16.6), teremos:

t_t e ngrM( 8)
Leg Li Ly~ LiL, Leg

1
1 _ 1 N 1 - 2M + M?
Leq Ll L2 L1L2 LequLZ
1

q

L M? 1 N 1 T 2M
L, Lily) Ly Ly Lily
1 _L1+L2$2M . _ L1L2_M2

Leg LiL,—M?2 ~ Leq = L+ L, T2M
(16.10)
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